... Nie mogta by¢ bledna tylko dlatego, ze byta prosta ...

Nie byto doktadnie wiadomo, do czego prowadzi, jednak byto dos¢ oczywiste,
Ze powinna by¢ udostepniona. W zasadzie chciatem opublikowa¢ ten pomyst

i powiedzie¢: Oto zgrabna koncepcja - wyjasnia na czym polega ten problem,
wyjasnia to, Ze jego rozwigzanie jest osiqgalne i staje si¢ jasno zdefiniowanym
problemem badawczym. Teraz niech wkroczq inni i zobaczymy, co jeszcze
bedziemy mogli znaleZé. ...

[cytat stow Ralpha Merkle - Steven Levy, "Rewolucja kryptografii",
WNT, W-wa, 2002, s. 89-90]

PRZEDMOWA

Od autora [manifest]

Istota rodzacej sie w latach 50-tych ubiegltego stulecia tytulowej
tematyki, ktorej jestem réwiednikiem, jest SciS$le zwiazana z pojeciem
ZUPEENOSCI. Gdy kilka lat temu zetknalem sie z teoria ztozonosci, bytem
nie tylko jej réwiesnikiem — bylem w tym wzgledzie zupelnym laikiem,
mimo trwatych zwiazkéw z informatyka od 1971 roku.

Lektura ksiazki Davida Harela , Algorytmika. Rzecz o istocie informatyki”,
bedac Zrdédlem inspiracji do préb znalezienia odpowiedzi na formulo-
wane w niej pytania, zaowocowata szeregiem pomystéw. Przybraly one
posta¢ konkretnych modeli i koncepcji rozwiazania kilku probleméw
charakteryzujacych sie luka algorytmiczna.

Ksiazka, ktéra zdecydowalem sie zredagowad, powstala na podstawie
prac prowadzonych poza nurtem zycia naukowego. Nie byl to jednak
$wiadomy wyboér. Koncepcje odwotujace sie do prostych, elementarnych
modeli, abstrahujace istniejacy zaawansowany aparat matematyczny
i formalizmy wysokiego poziomu, byly zapewne zbyt szokujace, by je
traktowac powaznie.

Teraz, gdy szkice tych idei maja bardziej dojrzaty ksztalt, jest czas by
staly sie jednak przedmiotem weryfikacji i oceny ich wartosci takze poza
$rodowiskiem akademickim. Dlatego zdecydowalem, ze oprocz
ograniczonego nakladu ksiazki w tradycyjnej postaci, prace udostepnione
zostana takze w postaci publikacji elektronicznej. W szczegélnosci wydanie
elektroniczne ma sprzyjac przetamaniu bariery w swobodzie wymiany
i udostepniania informacji. W ten sposéb nawiazuje w pewnym sensie do
idei Tima Gowersa.

Wybér takich sposobéw prezentacji rezultatbw moich prac nie jest
wyrazem kontestowania przyjetych w kregach akademickich norm
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i zwyczajow. Jest raczej forma ich wzbogacenia o swoisty mechanizm
demokracji, ktéry nie nalezy jednak utozsamiaé z ustalaniem prawdy
naukowej metoda glosowania. Zamieszczone motto wystarczajaco
komentuje wybor tej formy demokracji.

Prezentowane wyniki, nie sa zapewne wolne od btedéw i niescistosci.
Mimo to powinny by¢ zrozumiale i czytelne. Licze wiec, Ze znajda
zainteresowanie. Wyrazone oczekiwania wynikaja z kilku przestanek.

Po pierwsze, uwazam podobnie jak Ralph Merkle, Zze zaréwno
koncepcje jak i same rozwiazania warte sa dalszej pracy i ,,... nie mogq by¢
btedne tylko dlatego, Ze sq proste”. Otwierajac nowa perspektywe, mimo
destrukcyjnego charakteru, , ... jest oczywiste, Ze powinny byc udostepnione”.

Po drugie, jeden z dyskutowanych w ksiazce probleméw autoryzowali
Panowie Adleman, Rivest i Shamir. Zakladam wiec, ze kazdy, dla ktérego
tematyka ksiazki nie jest obca, ma §wiadomo$¢ znaczenia rozwiazania tego
i pozostatych dyskutowanych probleméw. Pisze o tym Pan Schneier
w swojej ksiazce ,Cryptography”. Takze Panowie Arora i Barak pisza o tym
w  przegladanym przeze mnie drafcie ich ksiazki ,Computational
Complexity: A Modern Approach”.

Po trzecie, moje rozwiazania wykorzystuja z jednej strony znane juz
podstawowe wyniki badan w teorii zlozonosci. Z drugiej strony
wykorzystuja zupelnie nowe pomysly odwzorowane przez elementarne
modele.

Wreszcie po czwarte, traktujac tematyke zlozonosci obliczeniowej jako
hobby, chcialbym pozna¢ popetnione bledy, a wéréd nich by¢ moze bledy
kardynalne, jesli je popelnitem.

Niezaleznie od mozliwych bledéw, wyrazam nadzieje, ze udostepnione
przez publikacje tej ksiazki prace, wnosza pewien nowy element w rozwdj
nauki i w obszary praktycznych zastosowan informatyki.

Takze niezaleznie od tego jak ta wiara zostanie potraktowana,
pozostanie mi satysfakcja z potyczek z piekna, acz trudna algorytmika, Zas
Wszystkim zwolennikom platonizmu w matematyce, dedykuje krotki ese;.

Mam nadzieje, ze odebrany zostanie jako przemyé$lenia nie-
ZUPELNEGO laika.

Pojecie ZUPELNOSCI, zdefiniowane w teorii ztozonosci
obliczeniowej, jest bytem obiektywnie wystepujgcym w
realnym swiecie, niezaleznym od czasu i przestrzeni. Jego
istota polega na tym, ze , cos nie jest gorsze od czegos” z
jednej strony i ,,to cos nie jest lepsze od czegos innego”. Do



wykazania takich relacji wykorzystywany jest mechanizm
redukcji wielomianowey.

Rok 1736 - Euler formutuje podwaliny teorii graféw,
definiuje problem EULER-PATH oraz EULER-CYCLE. Dla obu
podaje jedynie algorytmy wyktadnicze. Jednoczesnie
definiuje problem P versus NP z pierwotnym problemem NP-
zupetnym, czyli spetnialnoScia. Wykorzystujgc pojecie
ZUPEENOSCI pokazuje istnienie redukcji wielomianowej
EULER-PATH
w obie strony do i z 3SAT i tym samym jego przynaleznosc do
klasy probleméw NP-zupetnych.

Rok 1971 - Cook pokazuje wielomianowe rozwigzanie
problemu EULER-PATH (dany graf G jest grafem Eulera wtedy
i tylko wtedy, gdy wszystkie wierzchotki G sg stopnia
parzystego). Tym samym pokazat relacje P = NP.

Zawartos¢ i uktad ksiazki

Ksiazka jest zbiorem opracowanych w réznym czasie rezultatoéw
prowadzonych prac. Przedmiotem tych prac byt problem spetnialnosci SAT
i jego warianty, wariant problemu faktoryzacji MULT(n) rozktadu iloczynu
dwoch liczb pierwszych na czynniki proste oraz problem znajdywania
najwiekszego wspoélnego dzielnika NWD. W szczegdlnosci dwa pierwsze
problemy (SAT i MULT(N)) rozwazane sa w modelu maszyny Turinga oraz
rownowaznym modelu sieci logicznych. Dla obu probleméw i w obu
modelach, uzyskane wyniki prowadza ogoélnie do ,nieprawdopodobnego”
rozwiazania w postaci réwnosci klas NC = P = NP.

Calos¢ ksiazki podzielona jest na dwie czeSci. Czes$¢ pierwsza,
zatytulowana ,W krequ spetnialnosci” poswiecona jest problemowi
spelnialnosci SAT. W czeéci drugiej, zatytulowanej ,, W kregu faktoryzacji”
zostaly umieszczone rozdzialy poswiecone dyskusji probleméw NWD
i muLt(n). Taki podziat powinien ulatwi¢ zaznajomienie sie
z prezentowanymi treéciami, a przy tym czytac je niezaleznie.

Na og6lny wynik w postaci réwnosci klas NC = P = NP skladaja sie
rozwiazania przedstawione w poszczegdlnych rozdziatach. I tak w czesci
pierwszej pokazuje, ze:

- dla problemu 3SAT istnieje wielomianowa jednostajna sie¢ logiczna, co
rozstrzyga kwestie P versus NP (rozdziat 1);

- przy analizie probleméw 3SAT wygodnie jest postuzyc sie modelem
referencyjnym, ktéry uwzglednia wszystkie mozliwe przypadki i warianty
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probleméw 3SAT oraz, ze wprowadzony model referencyjny dla
dowolnego k>1 jest strukturalnie identyczny (rozdziat 2).

- dla elementarnych struktur modeli referencyjnych istnieja réznorodne
odwzorowania pozwalajace konstruowac algorytmy wielomianowe dla
3SAT, co rozstrzyga rowno$¢ klas P = NP, a z wykorzystaniem
réwnolegtosdci, zaréwno dla 2SAT jak i 3SAT, konstruowad algorytmy
charakteryzujace sie czasem polilogarytmicznym, co rozstrzyga réwnos¢
klas NC = P oraz, ze przy pomocy tych przeksztalcen mozliwe jest
rozwiazanie problemu MAX2SAT (rozdziat 3 i 4).

W czeéci drugiej pokazuje, ze:

- NWD nalezy do probleméw P-zupetnych i posiada réwnolegly algorytm
log Time, co rozstrzyga réwnosc klas NC = P (rozdziat 5);

- dla problemu MULT(n) istnieje model umozliwiajacy skonstruowanie
rownolegtego algorytmu log Time, co przy zalozeniu NP-zupetnosci
problemu MULT(Nn) bezposrednio rozstrzyga réwnos$¢ klas NC = NP,
(rozdziat 6);

- istnieje redukcja problemu MULT(n) do CIRCUIT SAT, a tym samym
MuLT(n)

nalezy do klasy probleméw NP - zupelnych oraz, ze istnieje wielomianowa
jednostajna sie¢ logiczna dla MULT(n) (rozdziat 7).

Kazdy rozdziat zredagowany zostal w formie niezaleZznego
opracowania, co z jednej strony pozwala czytad je niezaleznie. Taki spos6b
redakgji sprawit jednak, ze w czesci opracowan pojawiaja sie powtérzenia
pewnych treSci. Prezentowane opracowania, zawieraja opis koncepcji
rozwiazania tytulowego problemu, niekiedy krytyczna analize
stosowanych metodologii oraz polemike z niektérymi twierdzeniami,
a wreszcie rozwiazania dyskutowanych problemoéw.
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Rozdzial pierwszy

Dyskusja sieci logicznej dla 3SAT
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Dyskusje poprzedza przeglad rezultatéw badann zlozonosci obliczeniowej
prowadzonych z wykorzystaniem modelu sieci logicznych. Zaprezentowane
wyniki upowazniaja do stwierdzenia, ze dla problemu 3SAT istnieje jednostajna
sie¢ wielomianowa. W szczegélnosci pokazano: - ze problem 3SAT moze by¢
traktowany jako koniunkcja elementarnych probleméw 3SAT; - Zze dla dowolnego
elementarnego problemu 3SAT istnieje uniwersalna sie¢ logiczna o stalym
rozmiarze (iloSci bramek); - i ostatecznie, ze dla koniunkcji elementarnych
probleméw 3SAT istnieje sie¢ wielomianowa, i jest to siec jednostajna.



Zr6b dobry poczqtek

[z teorii rozwiqzywania probleméw]

1.1 Wstep — sformulowanie tytulowej tezy.

Rozstrzyganie charakteru relacji zawierania klas P < NP bazuje na
parametryzacji klas ztozonosci poprzez model obliczerr (maszyna Turinga),
tryb obliczei (determinizm i niedeterminizm), zasoby (czas i pamiec)
i ograniczenia (notacja O(.)).

Przyjety spos6b parametryzacji stal sie podstawa sformulowania
twierdzenia Cooka-Levina. Okre$la ono pierwotny problem NP-zupetny,
a posrednio wskazuje, ze jesli pokazany zostanie wielomianowy algorytm
dla problemu 3SAT (lub innego problemu NP-zupetnego), to N = NP.
Z kolei, jesli udowodnione zostanie wykladnicze dolne ograniczenie,
to P #NP.

W  toku prowadzonych badan, okreSlony na wstepie spos6b
parametryzacji klas zlozonosci byt uzupelniany o inne proste modele,
bedace odpowiednikiem modelu maszyny Turinga. Wiadomo na przyklad,
ze maszyny Turinga mozna symulowaé za pomoca sieci logicznych.
Dowéd twierdzenia wiazacego ztozonos¢ sieci logicznych ze zlozono$cia
czasowq mozna znalezé w ksiazce Michaela Sipsera [1].

Przydatno$¢ modelu sieci logicznych w rozstrzyganiu problemu
P versus NP wynika z bliskich zwiazkéw sieci logicznych z problemem
spelnialnosci SAT.

Po pierwsze, problem SAT zostat sformulowany w kategoriach rachunku
zdan. Poniewaz formy zdaniowe mozna wyrazi¢ w postaci funkcji
logicznych, to SAT moze by¢ definiowany poprzez funkcje logiczne, a te
wygodnie jest reprezentowac w postaci sieci logicznych.



Po drugie, dow6d twierdzenia Cooka-Levina mozna alternatywnie
przeprowadzi¢ przy pomocy wlasnie sieci logicznych [1, s. 401-408].
Wreszcie, sieci logiczne znajduja praktyczna realizacje w postaci uktadéw
cyfrowych obliczajacych funkcje logiczne [2].

Wiadomo takze, ze kazdy problem z klasy P ma sie¢ wielomianowa.
Niestety, poniewaz istnieja sieci wielomianowe dla probleméw
nierozstrzygalnych, stwierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe.
Wprowadza sie wiec pojecie jednostajnych sieci wielomianowych i poprzez
stwierdzenie, ze jednostajna sie¢ wielomianowa dla reprezentowanego
przez nia pewnego problemu istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy problem ten
nalezy do klasy P, wiaze sie je z obliczeniami wielomianowymi.

Powyzsze stwierdzenie mozna traktowac jako rownowazne twierdzeniu
Cooka-Levina. Wskazuje ono, Ze jesli pokazana zostanie jednostajna sieé
wielomianowa dla pewnego problemu NP - zupetnego, to P = NP. Z kolei,
jesli udowodnione zostanie, ze problemy NP - zupelne nie maja jedno-
stajnych sieci wielomianowych, to P # NP.

Wbrew pewnym przestankom (np. twierdzenie Razborowa)
przemawiajacym za hipoteza, ze problemy NP - zupelne nie maja
jednostajnych ~ ani  niejednostajnych  sieci =~ wielomianowych
(Hipoteza B [3 s. 287], w dalszej czeSci dyskutowany bedzie schemat
dowodu istnienia jednostajnej sieci wielomianowej dla pierwotnego
problemu NP - zupetnego jakim jest 3SAT.

Na niekorzyé¢ Hipotezy B przemawia samo okreslenie problemu NP,
wedlug ktorego weryfikacja (sprawdzenie) certyfikatu rozwiazania
problemu odbywa sie w deterministycznym czasie wielomianowym.
Mozna wiec zalozy¢, ze proces weryfikacji bedzie zrealizowany przez sieé
wielomianowa. Ta sytuacja koresponduje z przywolywanymi dalej
stwierdzeniami i okres$leniami dotyczacymi sieci i ich zwiazkéw =z
problemami CIRCUIT SAT i CIRCUIT VALUE i definicja sieci
jednostajnej ' (fakt 2.7).

W kolejnych etapach wnioskowania wykorzystane zostana,
przedstawione w nastepnym punkcie, znane juz rezultaty badann w modelu
sieci logicznych.

1 W istocie, zgodnie z definicja, sie¢ jednostajna ma rozstrzygac ,,specjalny” rodzaj
certyfikatu — stowo, w ktérym wszystkie zmienne majq ustalong wartos$¢ logiczng true.



1.2  Funkcje logiczne i sieci logiczne

Podstawowe stwierdzenia dotyczace modelu sieci logicznych mozna
przedstawi¢ w postaci faktéw, ktérych zdecydowana wiekszoé¢ zostala
zaczerpnieta z ksiazki Christosa Papadimitriou [3].

Fakt 2.1: Ekwiwalentnos¢ formut logicznych i funkcji logicznych [3, s. 95].

Kazda formula @ ze zmiennymi x;, ... , x, wyraza n-argumentowa
funkcje logiczna f i odwrotnie, dowolna n-argumentowa funkcja logiczna f
moze byé wyrazona jako formula ¢ zawierajaca zmienne x;, ... , X,.

Fakt 2.2: Reprezentacja funkgji logicznych przez sieci logiczne [3, s. 95-96].

Kazda funkcja logiczna moze by¢ przedstawiona jako sie¢ logiczna,
zdefiniowana jako graf C = (V, E), w ktérym V = {1, ... , n} sa bramkami
grafu C, za$ E zbiorem krawedzi (i, j) przy i < j (warunek acykliczno$ci).

Skitadnia sieci ponadto wiaze z kazda bramka i € V rodzaj s(i) € {true,
false} U{ xi, ..., x,d Ulv, A —} (gdzie {true, false} sa bramkami statych, { x;,
..., Xy} sa bramkami zmiennych oraz { v, A, =} sa bramkami OR, AND, NOT
odpowiednio) i charakteryzuje je stopniem wejSciowym (liczba
wchodzacych krawedzi) rownym 0, 1 lub 2. Wierzcholek, ktéry nie ma
krawedzi wychodzacych, nazywany bramka wyjSciowa sieci oblicza
funkcje logiczna.

Jesli bedziemy rozwazac sieci, ktére maja kilka wyjs¢, to obliczaja one
kilka funkcji jednoczesnie. W oparciu o tak zdefiniowana sie¢, mozliwe jest
konstruowanie trzech typow sieci:

- sie¢ bez zmiennych (rys.1 a), tj. z bramkami V e {true, false} U {v, A, —};

- sie¢ ze zmiennymi i bez stalych (rys. 1 b), tj. z bramkami Ve { x;, ..., x./
ulv, Ak

- sie¢ ze zmiennymi i stalymi (rys. 1 c), tj. z bramkami V e {true, false}
Ul xg, ..., x0 ulv, A =l

Uwaga 2.1: Kazda sie¢ wielowyjéciowa w elementarny sposéb
daje sie sprowadzic przy pomocy sieci rozszerzajacej C., do sieci z jednym
wyjséciem. Na przykiad, dla sieci m wyjSciowej, sie¢ rozszerzajaca C., moze
by¢ zbudowana z nie wiecej niz (m-1) bramek AND w ukladzie
sekwencyjnym lub réwnolegtym.

Dopuszczajac sieci wielowyjéciowe, kazdy z typow sieci mozna poprzez
analogie z ukladami kombinacyjnymi traktowad jako wielobiegunnik.
Schematy ideowe wyréznionych typow sieci przedstawia rysunek 1.1.

9



4>y1 x1 — 4>y1 x1 — ‘>y1
4} y2 x24>“” 4>y2 x2 — P 4>y2
> ym  xn —p > ym  xn—p - ym
a) b) c)
Rys. 1.1 Schematy ideowe typéw sieci logicznych, gdzie:
X — wektor sygnatow wejSciowych (zmienne x;, x,, ... , X,,);

U - wektor statych u; € {true, false} i=1, 2, ... , k;
Y — wektor sygnalow wyjsciowych, y; € {true, false} j=1, 2, ... , m jest obliczona
wartoécia pewnej funkcji (niekoniecznie funkcji wszystkich n zmiennych).

Kolejne stwierdzenia wiaza sieci logiczne z problemami réznych klas
ztozonosci obliczeniowej.

Fakt 2.3: Sieé logiczna jako problem CIRCUIT VALUE [3, s.97].

Sie¢ C bez zmiennych (tj. sie¢ z bramkami V(i) € {true, false} U {v, A, =f)
(schemat ideowy rys. 1.1 a) definiuje problem CIRCUIT VALUE € P.

Fakt 2.4: Sie¢ logiczna jako problem CIRCUIT SAT [3, s. 97].

Sie¢ C ze zmiennymi (rys. 1.1 b, ¢), kiedy nalezy stwierdzié¢ czy istnieje
takie wartosciowanie zmiennych, ze bramka wyjSciowa zwraca wartos¢
true, definiuje problem CIRCUIT SAT.

Pokazujac [3, s.179] redukcje wielomianowa CIRCUIT SAT do 3SAT
w pamieci log(n), przyjmuje sie, ze CIRCUIT SAT nalezy do klasy
probleméw NP-zupetnych.

Kolejne przytaczane stwierdzenia sa wynikiem prac wiazacych
ztozonosé obliczeniowa ze zlozonodcia sieci logicznych. Zlozonos¢ sieci jest
okreslana jako rozmiar sieci wyrazany liczba bramek w tej sieci.

Fakt 2.5: Sieci wielomianowe [3, s 285-286].

Sie¢ ma rozmiar wielomianowy, jesli istnieje rodzina sieci C={C,, C;, ... }
dla ktérej prawda jest po pierwsze, ze rozmiar C, jest réwny co najwyzej
p(n) dla pewnego ustalonego wielomianu p i po drugie, ze dla kazdej
kombinacji zmiennych x; ¢ {0,1} i=1,2, ... , n spelniajacych formute
reprezentowana przez ta sie¢, warto$cia sieci jest true (w kategoriach jezyka
maszyn Turinga powiedzielibySmy, ze dla sléw wejSciowych, ktore
maszyna akceptuje — warto$cia sieci jest true).
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Fakt 2.6: Kazdy problem z klasy P ma sie¢ wielomianowa [3, s. 286].

Niestety, stwierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Nie kazda sie¢
wielomianowa jest reprezentacjq problemu z klasy P.

Uwaga 2.2: Pokazano, ze istnieja problemy nierozstrzygalne,
ktére maja sieci wielomianowe. Sprawia to, Zze nie mozemy wnioskowad
réwnosci klas P = NP, mimo ze sie¢ C definiujaca problem CIRCUIT SAT
(. sie¢ ze zmiennymi, kiedy nalezy stwierdzi¢ czy istnieje takie
warto$ciowanie zmiennych, ze bramka wyjsciowa zwraca wartos¢ true)
musi mie¢ rozmiar wielomianowy by redukcja do 3SAT mogla by¢
przeprowadzona w czasie wielomianowym. A jesli tak, to CIRCUIT SAT
nalezatoby zaliczy¢ do klasy P. Z drugiej strony, jesli CIRCUIT SAT
redukuje sie do 3SAT, i tym samym w aspekcie ZUPEENOSCI nie jest
gorszy od 3SAT, to i 3SAT nalezaloby zaliczy¢ do P.

Zwiazanie sieci wielomianowych z obliczeniami wielomianowymi
dokonuje sie poprzez wprowadzenie pojecia jednostajnosci sieci.

Fakt 2.7: Wielomianowe sieci jednostajne [3, s. 287].

Rodzina sieci C={C,, C;, ... }jest jednostajna, jesli dla zmiennych x; e {1}
i=1, 2, ... ,n mozliwe jest skonstruowanie sieci C, w pamieci log 7.

Tak zdefiniowana jednostajna sie¢ wielomianowa prowadzi
do stwierdzenia, Ze jednostajna rodzina sieci wielomianowych dla
reprezentowanego przez nia problemu istnieje wtedy i tylko wtedy,
gdy problem ten nalezy do klasy P. Zatem, jes$li dla dowolnego problemu
NP - zupelnego pokazana zostanie jednostajna sie¢ wielomianowa,
to rozstrzygniecie kwestii P versus NP przyjmie posta¢ P = NP.

1.3 Jednostajna sie¢ wielomianowa 3SAT

Zaprezentowane w poprzednim punkcie stwierdzenia upowazniaja do
rozwazenia schematu dowodu istnienia sieci jednostajnych dla 3SAT.

Na omawiany schemat skladaja sie kolejno nastepujace elementy:

- poszczegblne klauzule w zapisie CNF problemu 3SAT stanowia
elementarne problemy 3SAT; - dla kazdego elementarnego 3SAT istnieje
uniwersalna sie¢ o stalym rozmiarze (ilosci bramek); - wszystkie
uniwersalne sieci reprezentujace elementarne problemy 3SAT (klauzule)
stanowia wielowyjsciowa sie¢ wielomianowgq C, ktéra po jej rozszerzeniu
o sie¢ C.. przeksztalcajaca sie¢ C do sieci jednowyjSciowej, rozstrzyga
spetnialnosé formuty 3SAT CNF.
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Prawdziwo$¢ poszczegblnych elementéw powyzszego schematu
prowadzi do wniosku o istnieniu jednostajnej sieci wielomianowej dla
problemu 3SAT.

1.3.1 Elementarny 3SAT.

Funkgja logiczna przyporzadkowuje wartoéciom logicznym zmiennych
x warto$¢ logiczna zmiennych y i jest opisywana formalnie za pomoca
wyrazen logicznych. Wyrazenia logiczne moga by¢ zapisywane w wielu
réznorodnych i réwnowaznych sobie postaciach.

Wyrazenie logiczne definiujemy nastepujaco:

-0, 1, x;1 ~x; sa wyrazeniami logicznymi oraz jesli @: i ¢> sa wyrazeniami
logicznyrni, to @1v @2, P14 P2 sa wyrazeniami logicznymi;

- wyrazenie logiczne moze mieé tylko postac opisana wyzej, ale zamiast
x; moga wystapic inne zmienne logiczne.

Znamy wszystkie wyrazenia logiczne opisujace funkcje dwoéch
zmiennych (jest ich 16). Przy ich pomocy mozemy opisaé¢ kazda funkcje
n zmiennych. Jesli funkcje i zmiennych oznaczymy przez f', to f > (f ' (x;, x,,
ceo s X;), Xiy) = f 1. Tak wiec na przyktad f=f? (f(x;, x2), x;), a poniewaz
W wyrazeniu moga wystapi¢ dowolne zmienne, wiec ogélnie mozna

Zapisaéf3=f2 (fz(xr/ Xs )/ Xt )
Jesli ¢ bedzie wyrazeniem logicznym opisujacym funkcje n zmiennych
w postaci koniunkgji m funkgji trzech zmiennych:

Q = 1P (xr, x5, Xe)A 2 (X1, X5, Xe)A o0 A (X1, x5, x0) (1)

gdzie: x,, xs, xt € {x1, X2, ..., Xn}
oraz refl, 2, ..n2},se(r+l, r+2,... n-1}it € {s+1,5+2, ... n}, tj. r <s <
£

to opuszczajac oznaczenia argumentdéw poszczegélnych funkcji mozna
zapisaé, ze @ jest funkcja m zmiennych, ktorych role pehnia funkge f7 ,
i=1,2,...,m.

o =f"(f3 2 ..., ) = FA(F™UFP, 2, ..., fmdd), o)
Rozwijajac ostatnia postac¢ wyrazenia dalej uzyskamy ostatecznie:
o = f2(F2(... FAff3, ), 7)., fnid), ) (2)
Uzyskana posta¢ wyrazenia pokazuje, ze mozna f;°, fo°, ... f,’ traktowac

niezaleznie jako argumenty kolejnych (m-1) dwu argumentowych funkcji f
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? (wszystkie sa funkcjami iloczynu logicznego realizowanymi przez bramki
AND), poczawszy od najglebiej zagniezdzonej.

W kategoriach sieci logicznych, odpowiada to sytuacji, w ktoérej i, £, ...
f.’ stanowia niezalezne fragmenty w sieci z m wyj$ciami, tak ze j-te wyjscie
rozstrzyga spetnialnos¢ j-tej funkgji £ (x,, x., x;).

Fakt 3.1 Elementarny 3SAT

Jesli przyjmiemy, Ze funkcja @ opisana przez wyrazenie (1) ma postad
normalna iloczynu CNF, odpowiadajaca definicji problemu 3SAT, to
funkcje £’ i=1, 2, ... , m reprezentowane sa przez klauzule trzech réznych
zmiennych, wtedy kazda z o$miu mozliwych postaci klauzul trzech
zmiennych moze by¢ traktowana jako elementarny 3SAT.

Tabela 1.1 Zestawienie elementarnych alternatyw i koniunkcji funkcji 3
zmiennych.

Wartosciowan
ie zmiennvch Elementarne Elementarne
Y alternatywy koniunkcje
X3 X2 i .
N (klauzule) (implikanty)
1
0 0 0 X3V X2 V X1 i3/\22/\21
0 0 1 X3VX2V§1 23/\i2/\xl
0 1 0 X3V22VX1 23/\X2/\21
0 1 1 X3V X2 V X3 X3 A X2 A X1
1 0 0 X3VX2VX1 X3/\iz/\i1
1 0 1 23VX2V21 X3/\22/\X1
1 1 0 23V22VX1 X3/\X2/\i1
1 1 1 i3VizVi1 X3 A X2 N X1

W rachunku zdan, klauzula definiowana jest jako alternatywa literatéw
okreslajacych wartoéciowanie zmiennych logicznych, za$ koniunkcja
literatow okre$lana jest mianem implikantu. Ekwiwalentnymi okresleniami
tych poje¢ w kategoriach funkcji logicznych sa elementarna alternatywa
i elementarna koniunkcja odpowiednio. Zestawienie mozliwych do
zdefiniowania o$miu klauzul (elementarnych alternatyw) i o$miu
implikantéw (elementarnych koniunkcji) funkgji trzech zmiennych zawarto
w tabeli 1.1.

1.3.2 Uniwersalna sie¢ logiczna elementarnego 3SAT
Dla o$miu réznych klauzul trzech zmiennych mozna zdefiniowac 255

funkcji (bez funkcji statej TRUE) wyrazonych koniunkcja kombinacji
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klauzul po jednej, po dwie itd. az do oé$miu z oé$miu i kazdej
przyporzadkowa¢ numer. Kazda tak zdefiniowana funkcja bedzie
zapisana w kanonicznej normalnej postaci koniunkcyjnej (CNF).

Wykorzystujac dualny sposéb definiowania funkcji przy pomocy
implikantéw otrzymamy 255 funkgji (bez funkgji statej FALSE) wyrazonych
alternatywa kombinacji implikantéw po jednym, po dwa itd. az do o$miu
z o$miu i kazdej przyporzadkowaé numer, to kazda tak zdefiniowana
funkcja bedzie zapisana w kanonicznej normalnej postaci dysjunkcyjnej
(DNF).

Jesli konstruowanie sieci logicznej reprezentujacej funkcje trzech
zmiennych (nawet wtedy, gdy ograniczymy sie do rozpatrywania 8 funkcji
opisywanych przy pomocy pojedynczych klauzul) realizowane bedzie
wprost w oparciu o wyrazenia klauzul, to mimo, Ze nie beda
skomplikowane, beda rézni¢ sie rozmiarem. Na przyklad, dla funkcji
7 (x, x5, x;) = (x, vx; vx;) wystarcza 2 bramki OR, ale dla funkdji f° (x,, x,, x;
) = (=x, v =x, v 7x; ), sie¢ oprocz 2 bramek OR bedzie zawierata jeszcze
3 bramki NOT.

Zréznicowany rozmiar sieci elementarnego 3SAT CNF nie jest
sprzyjajaca okoliczno$cia dla zadania konstruowania sieci logicznej dla
catego 3SAT CNF. Jednak kosztem zwiekszenia rozmiaru sieci logicznej,
mozliwe jest operowanie uniwersalna siecia logiczna, ktéra moze
reprezentowadé dowolna funkgje logiczna trzech zmiennych.

Taka uniwersalna siecia dla przypadku elementarnego 3SAT CNF, jest
sie¢ logiczna reprezentujaca funkcje stala TRUE, a dla przypadku
elementarnego 3SAT DNF, siec reprezentujaca funkcje stata FALSE. W obu
przypadkach, podstawa konstruowania sieci jest uktad multipleksera 8/1.
Rodzaj bramek i sposéb ich potaczenia w sieci logicznej okresla schemat
ukladu prezentowany na rysunku 1.2.

Sygnaty wejsciowe zmiennych x, x, x; , beda podawane na wejscia
adresowe ukladu. Sygnaly stalych (wektory U=[u;, u,, ... , usl, binarnie
interpretowane jako numer funkcji) beda podawane na wejécia danych
multipleksera. Sygnal wyjsciowy z bramki OR okre$la tablica stanéw
(tabela 1.2), z ktorej jednoznacznie wynika, Zze sygnat na wyjsciu ukiadu
odpowiada sygnatowi podawanemu na wejScie danych okre$lone przez
aktualny stan wejé¢ adresowych.
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Wejscia adresowe
A

Wejscia danych
I\

e/ o O

Y Y
A%

(o]
Us

(o)
U,

o
Us

0U5
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0U3

OUZ

()U1

YV
Y

s

Rys. 1.2 Schemat uktadu multipleksera 8/1

Tabela 1.2 Tablica stanéw multipleksera 8/1

x| 0 1 0 1 0 1 0 1

wejScia adresowe x| 0 0 1 1 0 0 1 1
x| 0 0 0 0 1 1 1 1

wyijscie U | Uy | Uz | Uy | Us | Us | Uy | Usg

Pokazany na rysunku 1.2 schemat multipleksera 8/1, pozwala okresli¢
rozmiar odpowiadajacej jemu sieci logicznej. Kazda wystepujaca
w schemacie czterowejSciowa bramke AND mozna zastapi¢ trzema
dwuwejsciowymi bramkami AND. Z kolei osmiowej$ciowa bramke OR
mozna zastapi¢ siedmioma bramkami OR. Ostatecznie rozmiar sieci
logicznej odwzorowujacej uktad multipleksera bedzie mie¢ rozmiar facznie
48 bramek, w tym 3 bramki wejéciowe zmiennych, 8 bramek wejsciowych
stalych, 24 dwuwejsciowych bramek AND, 7 dwuwejsciowych bramek OR

i 6 bramek NOT.

15



W oparciu o przeprowadzona w tym punkcie dyskusje sieci logicznej
elementarnego 3SAT, mozemy sformulowac stwierdzenie.

Fakt 3.2: Kazda funkcja logiczna f trzech réznych zmiennych x, x, x,
opisana wyrazeniem w jednej z dwéch kanonicznych normalnych postaci
koniunkcyjnej (CNF) lub dysjunkcyjnej (DNF), ma uniwersalna sieé
logiczna o stalym rozmiarze k bramek. Przyjmuje ona postac
wielobiegunnika, przedstawiona na rysunku 3, co odpowiada schematowi
ideowemu z rys. 1.1 c.

ul u2 u8
xr —
Xs —P —» c
xt —P

Rys. 1.3 Schemat ideowy uniwersalnej sieci logicznej funkgji trzech zmiennych.

1.3.3 Konstrukcja sieci 3SAT

W przypadku rozpatrywania wszystkich mozliwych 255 funkcji
zdefiniowanych przez wyrazenia postaci CNF, musieliby$my operowac 255
ré6znymi wektorami statych U=[u;, us, ... , usl.

Poniewaz przyjeliSmy, ze jako elementarne 3SAT bedziemy traktowac
funkcje opisywane przez wyrazenia majace postac¢ pojedynczych klauzul,
to mozemy ograniczy¢ sie do rozpatrywania oSmiu funkgcji definiowanych
przez osiem réznych klauzul i wtedy przy konstruowaniu sieci operowac
bedziemy o$mioma wektorami statych U, ktdre jednoznacznie sa okreélane
przez postaci klauzul.

[0,1,1,1,1,1,1,1] jesli X3V X, V Xq
[1,0,1,1,1,1,1,1] jesli X3V X VX
[1,1,0,1,1,1,1,1] jesli X3V X V X3
U = [1,1,1,0,1,1,1,1] jesli X3V X V X3
[1,1,1,1,0,1,1,1] jesli XV X VX
[1,1,1,1,1,0,1,1] jesli X3V X VX
[1,1,1,1,1,1,0,1] jesli X3V X VX
[1,1,1,1,1,1,1,0] jesli X3V X VX
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W poszczegélnych wektorach wystepuja state false na kolejnych jego
pozycjach. Dla okredlenia numeru pozycji, na ktérych wystepuja one
w wektorze U, wystarczy by negatywne literaly w zapisie klauzuli
interpretowac jako cyfry ,1” liczby binarnej. Na przyktad (x; V x, V x;) =
110, = 63.

Uwaga 3.1: Nalezy wyraZnie zaznaczy¢, ze na okreSlenie postaci
wektorow U ma wprost wplyw jedynie ukiad negatywnych literatéw
w zapisie klauzuli i nie ma wplywu to z jaka kombinacja trzech zmiennych
mamy do czynienia. Moga to by¢ dowolne kombinacje trzech zmiennych
dopuszczane przez formute (1) definiujaca 3SAT CNF.

Uwaga 3.2: Jesli na wszystkie wejécia statych beda podane
sygnaly true (u=1), to rozpatrywany schemat multipleksera realizuje
funkcje TRUE. Z kolei, jesli na wszystkie wejscia stalych beda podane
sygnaly false (u;=0), to multiplekser realizuje funkcje FALSE.

Wobec spostrzezenn poczynionych w wwagach 3.1 i 3.2 przyjmiemy,
ze sie¢ realizujaca funkcje TRUE dla trzech zmiennych, bedzie podstawa
konstruowania sieci logicznej catego 3SAT CNF. Ponadto, zapisujac
wyrazenie (2) w postaci operatorowej, stosujac operator prefiksowy AND,
uzyskamy posta¢ jednoznacznie okreslajaca sposéb konstruowania sieci
rozszerzajacej Ce.

3sAT CNF = AND(AND( ... AND(AND(f3, %), 5%)... , fni?), f’)

W efekcie, konstrukcja sieci 3SAT CNF sprowadzi sie do m-krotnego
powielenia sieci elementarnego 3SAT reprezentowanego przez siec
realizujaca funkcje TRUE i ustalenia stalej false na stosownej pozycji
wektora U; (i=1, 2, ... , m).
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Rys. 1.4 Schemat ideowy sieci logicznej 3SAT CNF




Zakladajac identyczny spos6b numerowania bramek wejs¢ adresowych i
wejs¢ danych w kazdym reprezentujacym elementarny 3SAT segmencie
sieci oraz wykorzystujac oznaczenie wielobiegunnika (rys. 1.3), otrzymana
sie¢ mozna przedstawi¢ w postaci schematu ideowego (rys. 1.4).

Rozmiar tak skonstruowanej sieci wzgledem m iloéci klauzul w zapisie
3SAT CNF jest liniowy i wynosi (49-m-1) bramek.

Dla okre$lenia rozmiaru sieci wzgledem n ilo$ci zmiennych, trzeba
uwzgledni¢ przypadek 3SAT CNF, w ktérym moga wystepie klauzule
wszystkich kombinacji po 3 z n zmiennych. Takich kombinagji jest (n-2)-(n-
1)n/6, a wiec ich ilos¢ wyraza sie wielomianem trzeciego stopnia.

Uwzgledniajac fakt, ze dla kazdej kombinacji po 3 z n zmiennych istnieje

8 r6znych klauzul, wiec w najgorszym przypadku ilos¢ klauzul w formule
3SAT CNF bedzie wynosic co najwyzej 4/3-n- (n-1)(n-2).

Uwaga 3.3: W istocie najgorszy przypadek mozna ograniczy¢ do
sytuacji, w ktorej w formule 3SAT CNF wystepuje maksymalnie 7 klauzul
tej samej kombinacji zmiennych. Mozemy tak przyjaé, bo wystarczy by
tylko dla jednej kombinacji trzech zmiennych w zapisie CNF wystapito
8 klauzul, to cala formuta nie jest spetnialna (CNF o$miu klauzul definiuje
funkcje stala FALSE).

Ostatecznie rozmiar sieci logicznej 3SAT CNF skonstruowanej w oparciu
o uklad multipleksera 8/1 nie jest wiekszy niz 49-4/3n-(n-1) (n-2) bramek.

Zatem sie¢ ma rozmiar wielomianowy. Dodatkowo jest to sie¢, ktora
fatwo wykorzysta¢ jako sie¢ jednostajna. W tym celu wystarczy na
wszystkie wejécia adresowe multiplekseréw X; (i=1 ,2, ..., m) podac stale
true. Pamietamy, ze na wejécia adresowe multiplekserow podawane sa
zmienne X, Xs, Xt € {x1, X2, ... ,xpfdlare{1,2, ... n-2},s € (r+1, r+2, ... n-1}
ite{s+l,s+2,... n}, tj. r <s <t wystepujace w poszczegélnych klauzulach,
za$§ podanie wartodciowan x; = ftrue jest wymogiem definicji sieci
jednostajnej. Dla wektora wartoSciowann zmiennych [x;, x5, ... , x.]
okreélajacego inny dowolny sposéb warto$ciowania tych zmiennych, sie¢
pozostaje siecia rozstrzygajaca.

Pozostaje uzasadni¢, Ze konstrukcje sieci mozna wykonad
w pamieci log n. Proces powielania ukladu elementarnego 3SAT
(multiplekser 8/1) wymaga jednej zmiennej do pamietania m ilosci klauzul
i jednego licznika do indeksacji kolejnych sieci elementarnych 3SAT
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oraz ich wejé¢. Potrzebny jest takze licznik do obliczania numeru wejscia
stalych, na ktére nalezy podac stala false. Potaczenia odpowiednich bramek
wymagaja tylko bezposrednich operacji na indeksach i stad sa tatwe do
wykonania w pamieci logarytmiczne;.

1.4 Podsumowanie

Sformulowana we wstepie teza o istnieniu jednostajnych sieci
wielomianowych dla problemu 3SAT CNF prowadzi wprost do
stwierdzenia rownosci klas problemoéw P i NP.

Wykazanie prawdziwosci stawianej tezy stanowi zasadnicza czeS¢
prezentowanej pracy. Pokazano, Ze wykorzystujac dualizm funkcji
logicznych, mozliwe jest traktowanie koniunkcji klauzul wystepujacych
w zapisie 3SAT CNF jako koniunkgi elementarnych funkcji trzech
zmiennych. Pokazano, Ze wykorzystujac elementy teorii ukladow
kombinacyjnych, mozliwe jest zdefiniowanie uniwersalnej sieci logicznej
dla dowolnej elementarnej funkcji logicznej trzech zmiennych. Taka
uniwersalna sie¢ charakteryzuje sie stalym rozmiarem wyrazonym przez
48 bramek logicznych AND, OR i NOT. W szczego6lnoséci dotyczy to kazdej
z 8§ mozliwych postaci klauzul trzech zmiennych. Pokazano, Ze role takiej
uniwersalnej sieci logicznej moze speinia¢ sie¢ skonstruowana w oparciu
o uktad multipleksera 8/1.

Ostatecznie pokazano, ze sie¢ logiczna pelnego 3SAT CNF,
w najgorszym przypadku charakteryzuje sie rozmiarem wyrazanym przez
O(r’). Ponadto pokazano, ze taka sie¢ mozna skonstruowaé w pamieci
logarytmicznej oraz, ze moze to by¢ sie¢ jednostajna.

Wybér problemu 3SAT dla pokazania istnienia jednostajnej sieci
wielomianowej nie jest przypadkowy'. Przede wszystkim problem
spetnialnosci SAT jest problemem pierwotnym dla rozwazan w kategoriach
ZUPEELPOSCI. Wszystkie wyniki w odniesieniu do niego, dotycza wiec
zarbwno do probleméw NP - zupetnych (problem 3SAT) jak réwniez
probleméw P - zupetnych (problem 2SAT) Poza tym 3SAT zostal wybrany
dlatego, by w ocenie i interpretacji wyniku pracy uniknaé NP — trudnosci,
podobnej do tej z jaka mieliSmy przy ocenie i weryfikacji rozwiazania
problemu KNAPSACK.

1 W kolejnych pracach przygotowywanych do publikacji pokazano konstrukcje
jednostajnej sieci wielomianowej dla problemu MULT(n)
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Poprawnosci opisanej i dyskutowanej konstrukgji sieci (i catej rodziny
sieci) nie mozna podwazy¢, chyba ze: - po pierwsze zakwestionowana
zostanie definicja rodziny sieci jednostajnej, w tym wymog by kazda sie¢
z rodziny sieci byla siecia skonstruowana w pamieci log n i by byla
rozstrzygajaca dla stéw wejSciowych, takich ze x; = 1 dla kazdego i= 1,
... n, gdzie n jest tak jak w [3, s.285]* dlugoscia stowa okreslajacego sposob
wartosciowania  zmiennych  wystepujacych ~w  formule  3SAT
odwzorowywanej przez sie¢ logiczna, a nie tak jak w [3, s.43]° dtugoscia
slowa opisujacego problem w kategoriach maszyny Turinga; - po drugie
zakwestionowane zostana réwnowazno$¢ modelu maszyny Turinga
z modelem sieci logicznych i wskazany zostanie blad w przywotanym we
wstepie twierdzeniu wiazacym zlozonosc¢ sieci logicznych ze zlozonoscia
czasowa [1, s. 401-405],

W istocie opisana konstrukcja sieci logicznej C, jest niczym innym jak
redukcja wielomianowa formuty 3SAT CNF ¢ ( X1, X2, ... , Xn ) do
problemu CIRCUIT VALUE, realizowana podobnie jak pokazana w [3, s. 184-
186] redukcja dowolnego jezyka L € P do CIRCUIT VALUE, sprowadzajaca
sie¢ do powielania identycznych elementarnych sieci i nastepnie faczenia
odpowiednich bramek wejéciowych i wyjSciowych.

Pomijajac to, ze strukturalnie sie¢ wielomianowa dla 3SAT nie rézni sie
od sieci dla 2SAT (w sieci 2SAT, miejsce multiplekseréw 8/1 w sieci 3SAT
zajmuja multipleksery 4/1), warto zwréci¢ uwage na jeszcze jeden aspekt
faktu stwierdzenia mozliwosci skonstruowania jednostajnej sieci
wielomianowej dla 3SAT.

Ot6z, to ze dla 3SAT mozna skonstruowaé sie¢ logiczna o
wielomianowej ilosci bramek, otwiera droge do ,odwaznych” préb
skonstruowania sprzetowej implementacji algorytmu rozwiazania 2SAT i
3SAT oraz do ,jeszcze bardziej odwaznej” proby opracowania algorytméw
w polilogarytmicznym czasie réwnoleglym przy calkowitej pracy
wielomianowej. Uwierniczenie tych ,jeszcze bardziej odwaznych” préb
sukcesem rozstrzygaloby jeszcze jedna interesujaca kwestie NC (klasa
Nick’a) versus P.

2 ,, ... wiemy, Ze sie¢ logiczna o n zmiennych wejSciowych moze oblicza¢ dowolna
funkcje logiczna n zmiennych. Ré6wnowaznie mozemy mysle¢, ze sie¢ akceptuje pewne
stowa dtugo$cinz { 0, 1 }" i odrzuca pozostate. W tej sytuacji stowax = x; ... x, €{ 0,1 }
traktujemy jako wartoSciowanie zmiennych wejsciowych sieci, ... ,,

3 ,,By rozwiazac taki problem uzywajac maszyny Turinga, musimy najpierw zdecydowac,
w jaki sposob bedziemy zapisywac (reprezentowac) przykltad za pomoca stowa.”

21



Pokazanie istnienia sieci jednostajnej dla 3SAT CNF jest rownowazne dla
stwierdzenia, ze dla 3SAT CNF istnieje algorytm wielomianowy.
Skonstruowanie takiego algorytmu, niezaleznie od jego praktycznego
znaczenia, moze by¢ potraktowane jako element weryfikacji
przedstawionym wynikéw.
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